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МОДЕЛЮВАННЯ ПОВЗУЧОСТІ ЗАЛІЗОБЕТОННИХ ОБОЛОНКОВИХ  
КОНСТРУКЦІЙ З УРАХУВАННЯМ АНІЗОТРОПІЇ ВЛАСТИВОСТЕЙ 
 
Розглянуто мету та завдання досліджень повзучості і тривалої міцності бетону і залізобетону. Опи-
сана скінченоелементна модель тонкостінних елементів при короткочасному та тривалому навантаженні 
і методика проведення розрахунків з урахуванням анізотропних властивостей матеріалу. Урахування пош-
коджуваності дозволяє визначати несучу здатність і тривалу міцність залізобетонних конструкцій. Наве-
дено порівняння запропонованої моделі з експериментальними дослідженнями.  
 




Розповсюдження конструкцій з бетону та залі-
зобетону призводить до виникнення численних тео-
ретичних моделей, в більшості емпіричних. Прави-
льно спроектовані елементи можуть служити неви-
значено тривалий час без зниження несучої здатнос-
ті. Так як, на відміну від більшості інших матеріалів, 
міцність бетону з плином часу зростає, при цьому 
сталь в бетоні захищена від корозії. Однак, при по-
милках проектування, протягом часу можуть істотно 
зростати деформації повзучості і досягати критич-
них значень. Остаточне руйнування цілісності мате-
ріалу відбувається, коли існуючі мікротріщини з'єд-
нуються, утворюючи на поверхні розрив через все 
тіло. [1].  
Аналіз останніх досліджень і публікацій 
Чисельне моделювання довгострокового пове-
дінки оболонки твелів вимагає побудови повної сис-
теми рівнянь, а також докладний опис кожного із 
фізично нелінійного ефекту. Загальних підходів, які 
зустрічаються в літературі використовується при-
пущення про адитивності деформації, які вимага-
ють, щоб кожен компонент деформації визначається 
індивідуально для аналізу. 
Моделі, засновані на теоріях пластичності, не 
можуть описати особливості деформування [2-3]. 
Необхідно використання більш загальних методів 
механіки [4-7], та урахування зміцнення бетону [8]. 
Незважаючи успіхи існуючих моделей, такі моделі 
не розглядають деградацію матеріалу через мікрот-
ріщини. Так, існує необхідність розгляду моделі 
механіки пошкодження [2], яка ґрунтується на робо-
тах Качанова і Работнова. 
Виходячи з цього, сучасні дослідження повзу-
чості ґрунтуються на фундаментальних положеннях 
механіки і термодинаміки. При цьому дослідні дані 
реалізуються і в традиційних інтегральних, і в ме-
режевих методах розрахунку [9-10]. 
Формулювання мети статті 
В роботі запропоновано поєднання пластичної 
моделі з механікою руйнування. Для вирішення 
крайової задачі застосовується метод скінчених 
елементів (МСЕ) [11]. МСЕ здатний забезпечити 
докладні описи геометрії моделі і граничних умов. 
Незважаючи на широке поширення тривимірних 
скінчених елементів, заради чисельного моделюван-
ня тонкостінних конструкцій доцільніші викорис-
тання спеціальних елементів оболонки. Таким чи-
ном, запропонований конічний елемент оболонки 
обертання при довільному навантаженні. 
Викладення основного матеріалу 
Розглянемо моделювання тривалої міцності і 
повзучості тонкостінних залізобетонних елементів. 
На їх руйнування впливають багато факторів, і вони 
можуть накопичуватися і взаємодіяти один з одним. 
Знання напружень і деформацій та їх історії для за-
даного тіла, а також законів пошкоджуваності до-
зволяють, шляхом інтегрування за часом розглянути 
еволюцію ушкоджень до моменту утворення макро-
скопічної тріщини. Таким чином, теорія дозволяє 
визначити час до руйнування. 
Розглянемо моделювання тривалої міцності і 
повзучості тонкостінних залізобетонних елементів. 
На їх руйнування впливають багато факторів, і вони 
можуть накопичуватися і взаємодіяти один з одним. 
Знання напружень і деформацій та їх історії для за-
даного тіла, а також законів пошкоджуваності до-
зволяють, шляхом інтегрування за часом розглянути 
еволюцію ушкоджень до моменту утворення макро-
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скопічної тріщини. Таким чином, теорія дозволяє 
визначити час до руйнування.  
Орієнтуючись на скінченоелементну постанов-
ку розглянемо напружено-деформований стан тон-
кої оболонки обертання при довільному наванта-
женні в умовах тривалого деформування. В рамках 
загальноприйнятих гіпотез, дослідження поведінки 
елемента оболонки зводиться до дослідження пове-
дінки її серединної поверхні. Це дозволяє ввести 
вектор напружень в вигляді: 
 Tssss M,M,M,N,N,N  ,        (1) 
де  ss N,N,N  - мембранні зусилля; 
 ss M,M,M  - згинальні і крутний моменти відпо-
відно; ,s  - координати вздовж твірної і кутова. 
Використовуючи прийняті допущення дефор-
мації довільної точки тіла можна виразити через 
деформації її серединної поверхні і ввести вектор, 
визначений у точках серединної поверхні оболонки: 





  - лінійні деформації серединної по-
верхні оболонки за напрямами s і   відповідно; ms  
- кутова деформація в серединної поверхні; s ,   
- зміни кривизни; s  - кручення серединної повер-
хні оболонки. 
Враховуючи введені деформації, співвідно-
шення між компонентами деформацій та напружень 
за умов повзучості матеріалу і можливої усадки, 
можна представити у вигляді: 
 
  )(dzcb cklklijklVklmklijklij  , (3) 
де ijklb , ijkld  - матеріальні константи; 
c
klkl ,c   - 
деформації повзучості; 
V  - об’ємна деформація; z - 
координата, спрямована по перпендикуляру до се-
рединної поверхні в бік, протилежний від осі обер-
тання. 
Або, з урахуванням (1), можна виразити силові 
фактори, наведені до серединної поверхні через 



































ij dzzcdM  - мембранні сили і моменти, 

























ij dzzdM  - мембранні сили і 
моменти, що залежать від об'ємної деформації. 
Для ортотропних матеріалів, до яких можна ві-
днести і залізобетон, використовуючи усереднення 
властивостей середовища в об’ємі матеріалу, отри-
маємо рівняння стану. Передбачається, що головні 
напрямки анізотропії, які залежать від армування 
залізобетонної конструкції, не змінюються при де-
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де  c12cc11c ,,   222  - вектор швидкостей 
деформацій повзучості;  1211 ,,  22  - вектор 












b,a,a,aa   - 
вектор і матриця матеріальних постійних властивос-
тей повзучості; 
cT
D     - питома потужність 
дисипації пошкоджуваності;  122211 2  ,,c   - 
вектор швидкостей компонент пошкоджуваності; 
  
T













d,g,g,gg   - 
вектор і матриця матеріальних постійних властивос-
тей пошкоджуваності. 
З урахуванням практики армування тонкостін-
них конструкцій, осі анізотропії в точці тіла збіга-
ються з координатними осями, введеними для сере-
динної поверхні (три взаємоперпендикулярні осі: у 
напрямку твірної, окружному напрямку зовнішньої 
нормалі до поверхні відповідно). У цьому випадку, 
представляючи потенціали дисипації у вигляді сте-
пеневих функцій, рівняння стану при повзучості з 
урахуванням пошкоджуваності можна представити 
у вигляді [12]: 






















































V  при тривалому дефор-
мування бетону виражається в його усадці. При 
проектуванні і аналізі деформування використову-
ється інженерна методика розрахунку усадки, при 














kl    - частина усадки, яка обумо-




kl    - час-
тина обумовлена процесами затвердіння; ds  - фун-
кція розвитку усадки за часом; 
d
  - граничне зна-
чення усадки, яка викликана випаровуванням воло-
ги; as  - функція розвитку усадки за часом; 
a
  - 
граничне значення усадки, яка викликана процесами 
затвердіння; ij  - символ Кронекера. 
Приклад розрахунку 
Було розглянуто особливості застосування за-
пропонованої моделі при розрахунку тонкостінної 
залізобетонної плити (рис. 1). Та порівняні отримані 
результаті з відомими експериментальними дослі-
дженнями [9]. Проаналізовано деформування залі-
зобетонної плити перекриття розміром 6х6 м, тов-
щиною 20 см, опертої на чотири кутові колони з 
перерізом 40х40 см. Матеріал плити - бетон класу 
В25, нижня і верхня арматура - сітка діаметром 
12 А 400 С, з комірками 150х150 мм. Сумарне роз-
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Рис. 1. Зростання прогинів за часом 
 
Зростання прогинів за часом (90 діб) у центрі 
пліті, як інтегральна характеристика процесу повзу-
чості, відображено на рисунку (дані чисельного дос-
лідження - пунктирна лінія, експериментальні - су-
цільна). В перші тижні похибка становить до 10%, 
після двох місяців досліджень вона складає 2 - 7%. 
Аналіз отриманих результатів дозволяє судити про 
ефективність запропонованої моделі в цілому. 
Висновки 
Запропонована дозволяє аналізувати напруже-
но-деформований стан залізобетонних конструкцій. 
Рівняння стану відображають анізотропію властиво-
стей матеріалу та враховують пошкоджуваність, що 
дає можливість проводити достовірну оцінку міцно-
сті, жорсткості і довговічності залізобетонних конс-
трукцій. 
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THE CREEP MODELING OF REINFORCED CONCRETE SHELL STRUCTURES WITH ACCOUNT 
OF ANISOTROPY OF PROPERTIES 
A. Chuprynin, N. Sereda 
O. M. Beketov National University of Urban Economy in Kharkov, Ukraine 
One of the basic problems, which is solved on the stage design of reinforced concrete element, is the analysis 
of stress-strain state as well as determining of lifetime. The paper is devoted to the simulation of nonlinear creep of 
concrete structural elements taking into account the damage. High priority of the research theme is justified, the 
aim and goals are formulated. The paper proposes a combination of plastic model with fracture mechanics to simu-
late the behavior of concrete in accordance with its characteristics, including not only stress and strain, but also the 
degradation of its stiffness. The finite element method is used to solve the boundary value problem. Despite the wide 
spread of three-dimensional finite elements, for the sake of numerical simulation of thin-wall structures that are 
optimal for the use of special shell elements. The mathematical problem statement of creep of concrete structural 
elements taking into account the anisotropy of the material properties is presented. The creep problems of thin-
walled structural members were solved by use of developed software. The deformations of the reinforced concrete 
slab supported by four corner columns are analyzed. Comparison of theoretical and experimental deflection values 
in the first weeks of the study showed that the error is up to 10%. After two months of research, this error decreases, 
varying from 2% to 7%. The analysis of the obtained results allows us to judge the effectiveness of the proposed 
model as a whole. The proposed model of thin-walled structures for creep allows to analyze the stress-strain state of 
reinforced concrete structures. The equation of state reflects the anisotropy of the material properties and takes into 
account the damage, which makes it possible to conduct a reliable assessment of the strength, stiffness and durabil-
ity of reinforced concrete structures. The conclusions about the adequacy of the analysis of the reliability and dura-
bility of reinforced concrete structures. 
Keywords: creep, long-term strength, reinforced construction, anisotropy, finite element method. 
